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似[ 2, 3] ,导致伽辽金弱形式在数值积分时需要采用
高阶高斯积分. 引入直接节点积分是一个简单直接
的解决办法,但是会带来严重的计算不稳定. 为了满


















算方法: ( 1) 基于位移梯度的节点应力计算方法;






1. 1  变分基础
考虑一弹性问题区域 8, 边界 # 包括自然边界
#hi和强制边界 #g i ,满足 #hi G #g i = #和 # hi H #gi =





0( u,E, R) = Q8 12EB CBEd 8 +Q8RB (E- E) d8 -
  Q8u # bd 8 - Qhi u # td# (1)
式中 C为弹性张量; u为位移;E为假定应变; R为应
力; b为体力.若式(1)右边第二部分满足:
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1. 2  光滑应变
在基于稳定节点积分的无网格方法中, 每个节
点 xL 具有一个节点代表域或光滑域 8L , 满足
G NPL = 1 8L = 8, 8L H 8M = Á ,式中 N P 是节点或光滑
域总数(如图 1所示) . 定义 8L 内非局部节点光滑
应变E(xL )为域内应变的平均值[ 5, 6] :
图 1 稳定节点积分的节点代表域或光滑域示意图







( u+ u )d8 =
  1
28LQ#L (u á n+ n á u)d # (4)
式中最后一步利用了散度定理, 其中 #L 为区域边
界; n 为外法线方向; 为梯度算子; á为并矢运算
符.注意到 8L 中光滑应变E( xL )是常数, 对式( 4)显
然有:
Q8L [E( xL ) - E( x) ] d8 = 0 ( 5)
上式表示 8L 内光滑应变与传统应变之差的积分为
零.将式( 2)在 8内进行离散可得:
Q8 RB (E- E) d8 = 6
NP
L = 1Q8L RB(E- E)d 8 ( 6)
比较式(5)和式(6)发现, 如果光滑域 8L 中的应力 R
是常数,记作 R(xL) ,则有:
Q8 RB(E- E) d 8 = 6
NP
L = 1Q8L RB(E- E)d 8 =
   6
NP
L = 1
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2 7A (xL ) 1 7A (xL )
(8)
为方便起见式中光滑应变仍采用 Eh 表示, 7A 是
M LS/ RK无网格法的形函数, dA 是节点位移系数
向量.形函数的节点光滑梯度 7A (xL )定义如下:
i 7 A ( xL ) C 1
8LQ8L i 7 A ( x)d 8 =
  1
8LQ#L 7 A (x) ni ( x) d# (9)
利用 M LS/ RK 形函数的单项式再生特性, 可以证
明,如果 M LS/ RK 形函数采用线性或更高阶基函








i 7 A (xL) x Aj = Dij





分,由 D0 (u, E) = 0 可以推导出如下的无网格离散
方程:
 Kd = f ,  KAB = 6
NP
L = 1
BA (xL )CBB (xL ) 8L (11)




对比,定义如下应变能误差 E err :












  [Eh(xL ) - Eexact (xL ) ] 8L
1/ 2
(12)
2. 2  应力计算方法
2. 2. 1  基于位移梯度的节点应力计算方法( DNS)
DNS方法属于传统的应变应力计算方法, 不失
一般性地可假设材料为均质各向同性, 以域中某点









CBA (x) dA (13)
其中 C为常数矩阵, 与式(8)不同的是, BA ( x)采用
形函数的精确导数 i 7 I C5 7 I / 5x i . 显然式( 13)的
应力在域 8L 内是变化的, 且不满足式(7)的正交性
性条件.根据式(13) ,误差公式(12)中的节点应力通
过下式计算:
Rh( xL ) = 6
NP
A= 1
CB A (xL )dA (14)
2. 2. 2  基于光滑应变的节点应力计算方法( CNS)
CNS 方法采用式 (8)所计算的光滑节点应变
Eh(xL)来计算节点应力,即:
Rh (xL ) = CEh(xL) = 6
NP
A = 1




















L ) = R
h
( xL ) = 6
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A= 1





L ) = E
h











[ Rh(xCL ) - Rexact (xCL ) ] T#










3. 1  拉普拉斯问题
考虑经典拉普拉斯势问题 u, xx + u, yy = 0, 求解
域为方形域 8= [ 0, 8] @ [ 0, 8] , 边界条件按准确解
u= x 2- y 2 给定. 对求解区域按均布和非均布两种
情况分别用 25、81、289个节点进行离散, 其中非均
布节点分布见图 2.M LS/ RK 近似中核函数的相对
影响域半径对均布情况取 2. 0, 对非均布情况取
3. 0,两种离散情况的计算结果误差收敛率见图 3.
由图可见, 在三种应力计算方法中, CCS 方法的精
图 2 拉普拉斯问题的非均布节点分布图
F ig . 2  No n- unifo rm meshfr ee discr et izat ion for La place pro blem
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图 3  拉普拉斯问题的误差收敛率对比
F ig. 3 Er ro r compariso n for L aplace problem
度最高. 值得注意的是, 尽管 CNS 方法满足变分一
致方程而 DNS 方法不满足,但是 CNS 方法的求解
精度并不比 DNS方法高.
3. 2  悬臂梁问题
图 4  受剪力作用的悬臂梁示意图
Fig . 4  Pr oblem descr iptio n fo r cant ilev er beam subjec-
ted to shear load
图 4所示为右端受剪力 P= 10 kN 作用的悬臂
梁,其几何尺寸与材料参数为: L = 10 m, D= 2 m, E
= 21 M Pa,M= 0. 3.对求解区域分别用 63、205、427
个节点按均布和非均布三种情况进行离散, 其中两
种非均布节点分布见图 5, 核函数的相对影响域半
径对均布情况取 2. 0, 对非均布情况取 2. 5, 相应的
图 5  悬臂梁两种非均布节点分布图
F ig . 5  No n- unifo rm meshfree discr etizations fo r
cantilever beam pro blem
误差收敛率见图 6.结果表明,在这一算例中,不管
图 6  悬臂梁问题的误差收敛率对比图
F ig. 6 Er ro r compariso n f or beam problem
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采用何种离散方案 CCS方法的精度始终最高.
3. 3  承受内压的厚壁圆筒问题
如图 7所示内径 a和外径 b 的厚壁圆筒承受内
压 p 作用, 其中 a= 1 m , b= 5 m, p= 10 kPa, 材料参
数: E= 21. 1 MPa,M= 0. 3.由于是轴对称问题,可以
取模型的 1/ 4进行计算. 对区域分别用 35、117、425
个节点进行离散,节点分布如图 8所示,核函数的相
对影响域半径取 2. 0, 计算结果的误差收敛率见图




图 7  承受内压的厚壁圆筒示意图
F ig. 7  Pr oblem descr iption for ho llow cylinder under
internal pr essure
图 8  厚壁圆筒问题的节点分布图
Fig. 8  M eshfree discr etizatio n fo r hollo w cy linder problem
图 9 厚壁圆筒问题的误差收敛率对比图
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ON STRESS EVALUATION IN GALERKIN MESHFREE METHODS
WITH STABILIZED CONFORMING NODAL INTEGRATION
Dong dong Wang1   Ling Li1, 2   Canhui Zhang1
( 1Dep ar tment of Civ il Engineering , X iamen Univ er sity , X iamen, 361005)
( 2Guangdong Resear ch I nstitute of Water Resources and H yd rop ow er , Guangz hou, 510610)
Abstract  Accurate st ress co mputation is an essent ial step of the eff icient Galer kin m eshfree fo rmula-
t ion w ith the stabilized co nform ing nodal integ rat io n ( SCNI) . In this w ork part icular emphasis is placed on
the st ress com putat ions of SCNI-based Galerkin m eshfree m ethods. T he requirem ent fo r variat ional consis-
tency of the SCNI form ulat ion is discussed. It is show n that the discrete SCNI formulat io n is consistent in
the variat ional sense if a constant st ress f ield based on the sm oothing st rain is employed in the nodal r epre-
sentativ e or sm oothing dom ain. Subsequent ly three st ress com putat ion approaches, i. e. , direct nodal
st ress evaluat ion ( DNS) , consistent nodal st ress evaluat ion ( CNS) , and consistent cent roid str ess evalua-
t ion ( CCS) , are presented. It tur ns out that both CNS and CCS sat isfy the condit ion of variat ional consis-
tence w her eas DNS does not. A comprehensive numerical co mparison o f nodal str ain energy erro r reveals
that the variat io nal consistence do es not necessarily lead to m ore accur ate results, w hile the pro posed CCS
approach is uniform ly confirm ed to yield the m ost favor able results.
Key words  Galerkin meshfree metho d, stabilized confor ming nodal integ ration, variational consis-
tence, st ress evaluat ion
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